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Introducao

No mundo da ciéncia e da engenharia a maioria das mais importantes equacdes diferenciais sdo de segunda ordem, isto
é, s30 da forma x"=f(t,x,x)?. A Segunda Lei Newton ( mx"'=f(x)?), por exemplo, é a base da Mecanica Cléssica que

estudamos na Fisica; também temos a equagéo para circuitos RLC ( LCx"+RCx+x=V(t)?), com importantes aplicacoes
no estudo de circuito elétricos. No estudo de Sistemas Dinamicos, buscamos compreender 0 comportamento qualitativo
dessas equagdes. Portanto, observaremos algumas caracteristicas dessas equacoes.

Equacdes Diferenciais de Segunda Ordem e Sistemas Planares

As equacOes diferenciais de segunda ordem podem ser associadas a um sistema planar, introduzindo uma mudanca de
varidvel y=x'?. Com essa mudanca, obtemos um sistema bidimensional de equacdes diferenciais de primeira ordem da
forma

x=f(xy)  y=g(xy)?

que pode ser reescrito como X'=F(X)?, onde X=(x,y)? € F(X)=F(x,y)=(f(x,y),a(x,y)) ?.

A classe mais importante dos sistema planares so os de equagdes lineares, cuja forma é dada por:
X=ax+by y=cx+dy?

onde a, b, ¢ e d sdo constantes. Podemos ainda abreviar esse sistema para X'=AX,? onde A é a matriz dos coeficientes
desse sistema.

Proposicdo 1. O sistema planar linear X'=AX?tem
1. Um Unico ponto de equilibrio se detA?07?;
2. Umareta de pontos de equilibrio se detA=0? (e A ndo for amatriz nula).

Definicdo 1. Um vetor ndo nulo VO? é dito autovetor de A se AV0="?V07?, para algum ??. A constante ?? é chamada
autovalor de A.

Teorema 1. Segja VO ? um autovetor de A associado ao autovalor ??. Entdo a funcéo Xt=e?tV0? é uma solugdo para o
sistema X'=AX?.

Teorema 2. Sgja ?1? e 72?2 um par de autovalores reais distintos de A, associados aos autovetores V1 7e V2.7 Entéo a
solugdo geral do sistema X'= AX? é dada por

X(t)=2€?1tV1+7e22tV2.

Corolario 1. Seja ?+?? os autoval ores complexos de A, onde A é a matriz 2x2 com coeficientes ?, 712219 fogeoEiyepfankboniy pe unk
?, com autovetor VO=(1,i). ? Entdo a solucéo geral do sistema é dada por

X(t)="?e2t(cos(?t),-sen(?t))+ ?et(sen(?t),cos(?t))?.

Retrato de Fase de Sistemas Planares
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Ao conhecer a solucéo de um sistema planar, podemos representar seu retrato de fase para reconhecermos o tipo de
ponto de equilibrio que o sistema possui.

Exemplo 1. Consideremos um sistema X'=AX?, onde A é uma matriz diagonal?, com ?1, ?2 ? IR?, cuja solucdo geral é
X(t)="?e?1t(1,0)+?e?2t(0,1)?. ? Podemos considerar trés casos:

1. ?21<0<?72;?
2.0<?1?772;?
3. ?21772<0.?

No primeiro caso, temos que as solugdes do tipo X1(t)="2?e?1t(1,0), ?que coincidem com o €eixo X, tendem ao ponto (0,0)
quando t???. Este eixo é chamado linha estavel. Por outro lado, as solucgfes do tipo X2(t)="?e?2t(0,1)?, que coincidem
com eixo y, tendem a se afastar de (0,0) quando t???. Este eixo é uma linha instavel. Todas as outra solucGes tendem
para o infinito na direcdo da linha instavel a medida em que t cresce; e tendem para o infinito na dire¢do da linha
estéavel quando t decresce. O ponto de equilibrio deste sistema é chamado de sela (vejaFig. 1).

No segundo caso, todas as solugdes tendem para o infinito quando t???. As solugdes do tipo X1(t)="2e?1t(1,0)? e X2(t)=
2e?2t(0,1)? sdo linhas instaveis. O ponto de equilibrio desse sistema é chamado fonte (veja Fig. 2).

Ja no terceiro caso, todas as solugdes tendem para o ponto (0,0) quando t???. As solucGes do tipo X1(t)="2?e?1t(1,0)? e X
2(t)="e?2t(0,1)? sfo linhas estaveis. O ponto de equilibrio desse sistema é chamado poco (vejaFig. 3).

Exemplo 2. Consideremos um sistema X'=AX?, onde A é amatriz 2x2 com coeficientes ?, ??, -?7?, ?, com ?+£?7?
autovalores complexos de A e autovetor VO=(1,i).? Podemos considerar trés casos:

1.?7=0;?
2.?72>0;?
3.72<0.?

No primeiro caso, a solugéo geral serd a fungéo periddica X(t)="?(cos(?t),-sen(?t))+ ?(sen(?t),cos(?t))?, logo as solugdes
nado tendem a se aproximar ou a se afastar da origem, elas se mantém em uma orbita circular ou eliptica. O sentido para
0 qual as solugdes avancam com o tempo dependem do sina de ?,? se for positivo o sentido é horério, se for negativo,
anti-horario. O ponto de equilibrio deste tipo de sistema é chamado centro (vejaFig. 4).

No segundo caso, todas as solugdes tendem para o infinito quando t???, porém as fungdes periddicas que acompanham
o termo e?t? fazem com que as solugdes vao para o infinito em forma de espiral. O ponto de equilibrio desse tipo de
sistema é chamado fonte espiral (vejaFig. 5).

Por fim, o terceiro caso é andlogo ao segundo, porém com as solucdes tendendo para a origem. O ponto de equilibrio
desse tipo de sistema é chamado pogo espiral (veja Fig. 6).

O Plano Trago-Deter minante

Para uma matriz A 2x2 com coeficientes a, b, ¢ e d? sabemos que os autovalores so as raizes do seu polinémio
caracteristico. Denotando o trago de A como T=tr A=a+d? e o determinante de A como D=detA=ad-bc?, temos:

?2-T?+D=07?.
Portanto, os autovalores de A satisfazem

24= (Tt (T2-4D)1/2) 2.
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Logo, podemos classificar um sistema planar X'=AX ? por meio do traco e do determinante de A.
- Se T2-4D< 07, entdo os autoval ores sdo complexos com parte imaginéria ndo-nula, e se:
1. T<07?, temos um pogo espiral;

2. T>07?, temos umafonte espiral;

3. T=07?, temos um centro.

- Se T2-4D>07, entdo os autoval ores sdo reais e distintos, e se:

1. D<0?, temos uma sela;

2. D>07?e T<07?, temos um poco;

3. D>0?e T>0?, temos umafonte.

- Se T2-4D=07, ent&o os autoval ores s3o reais e repetidos, e se:

1. T<07?, temos um pogo;

2. T>07?, temos uma fonte.

Por fim, podemos construir o plano T-D parailustrar o que observamos quanto a classificacdo dos sistemas planares de
equacdes diferencias lineares (vegja Fig. 7).
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Figural: Sela Figura2: Fonte Figura 3: Pogo ? ??
Figura 4: Centro Figura 5: Fonte Espiral Figura 6: Poco Espiral
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Figura 7: Plano Trago-Deter minante



