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Introducdo

A historia da geometria diferencial comega com o estudo de curvas. Nocbes como retas tangentes a curvas ja sio
encontradas entre os gregos Euclides, Arquimedes e Apolénio. Em 1854, Bernhard Riemann (1826-1860) proferiu uma
conferéncia sobre geometria para os docentes da faculdade de filosofia da Universidade de Gottingen. Carl Friedrich
Gauss (1777-1835), que era chefe de departamento, ficou entusiasmado. As ideias revolucionarias de Riemann
generalizaram a geometria das superficies que tinha sido estudada anteriormente por Gauss, Bolvai e Lobachevsky.
Posteriormente, ele introduziu uma forma diferencial quadratica, hoje chamada de ménica riemanniana, o que levou a
uma defini¢io exata do conceito modemo de variedade riemanniana.

O objetivo dessetrabalho € apresentarum estudointrodutério sobre métricas iemannianas. A geometria iemanniana
€ oramo da geometria diferencial que estuda as variedades riemannianas. que sio variedades diferencidveis com uma
métrica riemanniana. A métrica riemanniana funciona como um produto internono espago tangente em cada ponto da
variedade, mas que varia suavemente de um ponto para outro da variedade.

A geometria riemanniana generaliza, para variedades em geral, a nogio de distincia entre dois pontos. Com isso,
torma-se possivel trabalhar propriedades geométricas presentes em espacos euclidianos sobre variedades, como
isometrias, comprimentos, areas e volumes.

Material e métodos

Este estudo foi realizado poruma académica do curso de Matematica da Universidade Estadual de Montes Claros
(Unimontes), sob a orientagio de um professor universitario no imbito do Programa Institucional de Iniciacdo
Cientifica Voluntaria (ICV) da Unimontes. Compartilhar esse trabalho € um dosrequisitos necessarios para a obtencio
do certificado de condusio deiniciacio cientifica. Para o estudo das métricas riemannianas foram utilizadas notas de
aulas de cursos de doutorado ministrados na Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG) e outros materiais que se
enconfram nasreferéncias. As discussdes sobre os assuntos propostos acontecem semanalmente na Unimontes. depois
de estudos individuais e/ou em grupo, em forma de semindrios.
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Resultados e discussio

Uma Mérica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacio que associa a cada ponto p de M um
produto intemo no espago mangente T,M. Seja g uma métrica iemanniana em M. Indicamos por g, (u,v) o produto
intemo enftre os vetores u, v £ T, M.

O comprimento ou norma do vetor angente u € T, M & definido por \..“gpiu,u ).

Uma métrica riemanniana em que os produtos internos nos diversos espagos tangentes nio estiorelacionados entre si
nio tem interesse. E desejivel que o produto mtemo dependa pelo menos continuamente do ponto p de M. A métrica g
deve variar diferencialmente com p no sentido de que se ¢: U—V & uma carfa para uma vizinhanga coordenada V de M

e B, = {ﬁ ,...,% } ¢ a base coordenada de T, M associada a esta carta para cada p em V, entio as fimgbes g;;:
. <1, nl, .
V—R
d
.E?:';":P} a Vo

sdp diferencidveis.

Uma Variedade Riemanniana & um par (M, g). onde M ¢ uma variedade diferencidvel e g a métrica riemanniana
Toda variedade diferenciivel possui pelo menos uma métrica riemanniana. O exemplo quase trivial de variedade
riemanniana ¢ M = R" com a métrica euclidiana g;; = (&, ¢;). R" € chamado espage euclidiano de dimensdo n e a
geometria iemanniana deste espaco é a geometria euclidiana.

Definigdo. Sejam M uma variedade diferenciavel. (N, h) uma variedade riemanniana e F: M — N uma imersio. A
mérrica induzida por F em M e denotada por

g=F=h
¢ definida por
(v, w), = (dEv,dE,w)gp,
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para todo p € M e para todos v,w € T,M. Com esta métrica definida em M, a imersio F toma-se uma imersdo
isométrica.

A métrica euclidiana, por exemplo, induz uma métrica na esfera de raio B

§F ={x ER" % ||x]|? = (x*)* + -+ (a™F2)2 = R?}
que € chamada de métrica candnica de 5.

Diz-se, por definicio, que a métrica riemanniana g de M é de classe C¥ se, para cada sistema de coordenadas x em
M. a fimgio g*; x(U) x B™ x R™ — R & de classe 7, ou seja, se as fimgdes g;;: U — R sdo de classe €.

Dadas uma imersdo f: M™ — N7, de classe C***, e uma métrica riemanniana h em N, de classe C¥. existe uma
meétrica riemanniana g em M, de classe €%, que toma f uma isometria local. Basta tomar g como a métrica mduzida
por f. A reciproca também ¢ vilida, isto ¢, dada uma imersdo f. entre variedades de mesma dimensdo, tal que M possui
uma métrica riemanniana, entio existe uma métrica em N que toma f uma isometria local. Isto & vilido sobre a
seguinte condigdo: se p,g € M sdo mis que f(p) = f(g). entio a ransformagdo lmear f'(g) ~* ¢ f'(p): T,M — T,M
& uma isometria linear. Dessa forma, podemos ver que o plano projetivo (Figura 1)} é uma variedade riemanniana.

Por definigdo, a restrigdo de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a, b] contido em [ chama-se um segmento. Se M &
uma variedade riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por

b

de de 2
1% =j-=:—,—::=—£dt.
a(c) dt’ dt

Da defini¢do abaixo veremos como uma métrica riemanniana permite definir uma noc¢io de volume em uma
variedade riemanniana orientada M.

Definicdo. Seja R uma regifo (conjunto aberto e conexo), cujo fecho é compacto, contida em M. Suponhamos que R
estd contida em uma vizinhanca coordenada x (/) de uma parametrizacio x: I © B"™ — M positiva, e que a fronteira

de x~*(R) U tem medida nula em E" (a nogio de medida nula em R" & invariante por difeomorfismos). Definiremos
o volume em R pela mtegral em RB"

—
vol(R) = j ﬂldet{gij} dx, - dx,.
x~ (R}
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A expressio acima estd bem definida. Isto é independe da parametrizacio. Pede-se que M seja orientada para evitar
que vol(R) mude de sinal Para estender essa definigio para regides compactas que nio estio contidas numa vizinhanga
coordenada basta considerar uma particio da unidade subordinada a uma cobertura (finita) de R por vizinhancas
coordenadas.

Conclusio/Conclusdes/Consideracdes finais

A geometria riemanniana estuda as variedades riemannianas, que sdo variedades diferenciiveis com uma métrica
riemanniana. O desenvolvimento dessa geometriaresultouna sintese de diversos resultados referentes 4 geometria das
superficies e ao comportamento das geodésicas sobre elas, com técnicas que podem ser aplicadas ao estudo de
variedades diferenciaveis de dimensdes superiores. Através dela se desenvolveun a teoria da relatividade geral de
Einstein, a teoria de grupo, tecria derepresentacio, bem como analise, e estimulou o desenvolvimento da topologia
algébrica e diferencial. Isto, por si s6, revela a importincia do estudo desse tema.
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Figura 1. Planos projetivos.



